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L'espae des sous-groupes fermés de R× Z
Thomas Haettel
Abstrat
The spae of losed subgroups of a loally ompat topologial group is endowed with
a natural topology, alled the Chabauty topology. We ompletely desribe the spae of
losed sugroups of the group R × Z, whih is not trivial : for example, its fundamental
group is unountable.
Si G est un groupe topologique loalement ompat, l'espae G(G) des sous-groupes fermés
de G est muni de la topologie de Chabauty (voir [Cha℄). Cette topologie fait de G(G) un espae
ompat (voir par exemple [Har℄ pour une exellente introdution). L'objet de et artile est
l'étude de et espae pour le groupe topologiqueG = R×Z, et nous montrerons que la topologie
de G(R× Z) est singulièrement ompliquée, et e malgré la simpliité de R× Z.
C. Chabauty a introduit en 1950 ette topologie an d'étudier les réseaux de Rn. L'espae
G(G) dans son ensemble est en général diile à expliiter : le premier alul omplet non banal
est dû à I. Pourezza et J. Hubbard en 1979, qui ont montré que pour le groupe topologique
G = R2, l'espae G(R2) est homéomorphe à la sphère S4 de dimension 4 (voir [PH℄). Bien plus
réemment, M. R. Bridson, P. de la Harpe et V. Kleptsyn ont alulé et espae pour le groupe
de Heisenberg de dimension 3 (voir [BHK℄).
Dans une première partie, nous rappelons des propriétés élémentaires de la topologie de
Chabauty, et des reollements d'espaes topologiques. Dans une deuxième partie, nous om-
mençons par dérire les familles de sous-groupes fermés de R × Z, puis nous expliquons la
manière dont es sous-espaes de sous-groupes se reollent.
Soit A ⊂ R2 l'espae des  anneaux hawaïens  (voir la gure 1), réunion d'une innité
dénombrable de erles (An)n∈N\{0} se renontrant deux à deux exatement en un point et
s'aumulant sur e point. Pour tout entier k ∈ N\{0}, onsidérons une opie Ck du ne
topologique fermé sur le erle R/Z, de sorte que la suite des nes deux à deux disjoints
(Ck)k∈N\{0} s'aumule sur le segment I = [0,∞] le long des génératries de es nes. Enroulons
enn le bord du ne Ck sur l'espae A, de sorte que le erle An soit parouru 0 fois si k ne divise
pas n et ϕ(n
k
) fois si k divise n (où ϕ désigne la fontion indiatrie d'Euler). Une dénition
plus préise de l'appliation de reollement de
⋃
k∈N\{0}Ck sur A sera donnée dans la seonde
partie, et on pourra se reporter à la gure 6 pour une représentation shématique.
Théorème. L'espae G(R×Z) est homéomorphe à la réunion des nes (Ck)k∈N\{0} s'aumu-
lant sur I, reollés sur l'espae A.
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Enn, nous nous intéressons au groupe fondamental de l'espae G(R×Z), et nous montrons
que malgré le reollement de tous es disques sur A, il n'est pas dénombrable.
Je tiens à remerier haleureusement Frédéri Paulin pour ses reletures attentives et ses
préieux onseils, ainsi que le rapporteur pour ses nombreuses remarques ayant permis de bien
améliorer la présentation de et artile.
1 Préliminaires
1.1 Dénitions
Soit X un espae topologique loalement ompat, et F(X) l'ensemble des fermés de X .
On munit F(X) de la topologie de Chabauty ([Cha℄) : les ouverts sont les réunions quelonques
d'intersetions nies de parties de la forme :
OK = {H ∈ G(G) : H ∩K = ∅}
O′U = {H ∈ G(G) : H ∩ U 6= ∅}
où K est un ompat de X et U un ouvert de X .
Soit G un groupe topologique loalement ompat. On note G(G) ⊂ F(G) l'ensemble de ses
sous-groupes fermés, muni de la topologie induite. Le résultat suivant est lassique :
Proposition 1.1. L'espae topologique F(X) est ompat. De plus, le sous-espae G(G) est un
fermé de F(G), don est ompat. (Voir par exemple [Bou, Chap. VIII, §5℄, [CEG, Proposi-
tion I.3.1.2, p. 59℄, [CDP, Proposition 1.7, p. 58℄.) 
Proposition 1.2. Soit f : G→ H un morphisme de groupes topologiques loalement ompats,
qui soit une appliation ouverte. Alors l'appliation G∗(f) : G(H) → G(G) dénie par A 7→
f−1(A) est ontinue.
Démonstration. Soit K un ompat de G, alors f(K) est un ompat de H et G∗(f)−1(OK) =
Of(K) est un ouvert de G(H). Soit U un ouvert de G, alors par hypothèse f(U) est un ouvert
de H et G∗(f)−1(O′U) = O
′
f(U) est un ouvert de G(H). Ainsi l'appliation G
∗(f) est ontinue. 
Proposition 1.3. Soit f : G→ H un morphisme de groupes topologiques loalement ompats,
qui soit une surjetion ouverte. Alors l'appliation G∗(f) : G(H) → G(G) dénie par A 7→
f−1(A) est un homéomorphisme sur son image.
Démonstration. Puisque le morphisme f est surjetif, pour tout sous-groupe fermé A de H ,
nous avons f(G∗(f)(H)) = H , don l'appliation G∗(f) est injetive. D'après la proposition pré-
édente, l'appliation G∗(f) est ontinue. Enn, puisque l'espae G(H) est ompat et l'espae
G(G) séparé, l'appliation ontinue injetive G∗(f) est un homéomorphisme sur son image. 
Proposition 1.4. Soit f : G→ H un morphisme de groupes topologiques loalement ompats
qui est un homéomorphisme sur son image, d'image fermée. Alors l'appliation G∗(f) : G(G) →
G(H) dénie par A 7→ f(A) est un homéomorphisme sur son image.
2
Démonstration. Soit A un sous-groupe fermé de G. Alors, puisque f est un homéomorphisme
sur son image, f(A) est un sous-groupe fermé de f(G). Or f(G) est lui-même un sous-groupe
fermé de H , don nalement f(A) est un sous-groupe fermé de H : ainsi, l'appliation G∗(f)
est bien dénie.
Considérons l'appliation g = f−1|f(G) : f(G) → G : 'est un isomorphisme de groupes
topologiques loalement ompats. Ainsi l'appliation G∗(g) : G(G) → G(H) est un homéomor-
phisme sur son image, et ette appliation oïnide ave l'appliation G∗(f). 
Remarquons que l'hypothèse que f réalise un homéomorphisme sur son image est néessaire.
En eet, onsidérons l'identité i du groupe G = R muni de la topologie disrète, à valeurs dans
H = R muni de la topologie usuelle. L'identité i est un morphisme de groupes topologiques,
bijetif, dont l'image est bien un sous-groupe fermé de R, mais l'appliation G∗(i) n'est même
pas dénie : tout sous-groupe (même non fermé) de H est un sous-groupe fermé de G.
Dans le as où le groupe topologique loalement ompat G est muni d'une distane indui-
sant sa topologie, on peut dérire la onvergene des suites de sous-groupes fermés de G pour
la topologie de Chabauty.
Proposition 1.5. Une suite de sous-groupes fermés (Hn)n∈N onverge vers un sous-groupe
fermé H dans G(G) si et seulement si H est l'ensemble des valeurs d'adhérene des suites de
(Hn)n∈N, 'est-à-dire :
1. Pour tout x ∈ H, il existe une suite (xn)n∈N onvergeant vers x telle que, pour tout n,
nous ayons xn ∈ Hn.
2. Pour toute partie innie P ⊂ N, pour toute suite (xn)n∈P onvergeant vers x telle que
xn ∈ Hn pour tout n ∈ P , nous avons x ∈ H.
(Voir par exemple [CEG, Lemma I.3.1.3, p. 60℄, [CDP, Proposition 1.8, p. 60℄.) 
Proposition 1.6. Si de plus la distane d sur G est propre (i.e. les boules fermées sont om-
pates), alors l'espae G(G) est métrisable, pour la distane de Hausdor pointée (voir [BH,
Denition 5.43, p. 76℄) : si H, H ′ sont des sous-groupes fermés de G, on dénit d
Hau
(H,H ′)
omme la borne inférieure des ε > 0 tels que :
H ∩ B(e,
1
ε
) ⊂ Vε(H
′)
et H ′ ∩ B(e,
1
ε
) ⊂ Vε(H),
où Vε(H
′) désigne le ε-voisinage ouvert de H ′ dans G. (Voir par exemple [CDP, Proposition 1.8,
p. 60℄.) 
1.2 Exemples
Les exemples suivants de aluls d'espaes des sous-groupes fermés sont bien onnus, nous
les rappelons pour xer les notations.
Notons XZ le sous-espae topologique ompat de R déni par XZ = {0}∪ {
1
n
, n ∈ N\{0}}.
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Proposition 1.7. L'appliation φZ : XZ → G(Z) dénie par
1
n
7→ nZ et 0 7→ {0} est un
homéomorphisme. 
Adoptons la onvention suivante désormais :
1
0
Z = {0} et 1
∞
Z = R. Cette onvention est
justiée par la proposition suivante.
Proposition 1.8. L'appliation φR : XR = [0,∞] → G(R) dénie par α 7→
1
α
Z est un homéo-
morphisme. 
1.3 Reollement d'espaes topologiques
Soient X, Y deux espaes topologiques disjoints, A ⊂ X une partie fermée et f : A → Y
une appliation ontinue. Soit R la relation d'équivalene sur X ⊔Y engendrée par {a ∼ f(a) :
a ∈ A}. Alors l'espae topologique quotient X ∪f Y = (X ⊔ Y )/R est appelé le reollement de
X et Y via f le long de A.
Proposition 1.9. Soient X, Y,A, f omme i-dessus et p : X ⊔ Y → X ∪f Y l'appliation de
projetion. Soient Z un espae topologique, φ : X → Z et ψ : Y → Z ontinues et ompatibles
pour f , 'est-à-dire qui vérient φ|A = ψ ◦ f . Alors l'unique appliation φ ∪f ψ : X ∪f Y → Z
telle que (φ ∪f ψ) ◦ p|X = φ et (φ ∪f ψ) ◦ p|Y = ψ est ontinue. (Voir par exemple [Dug,
Theorem 6.5, p. 129℄.)
Proposition 1.10. Soient X, Y,A, f omme i-dessus. Supposons X régulier (i.e. on peut
séparer un point et un fermé disjoints par des ouverts) et Y séparé, alors le reollement X ∪f Y
est séparé.
Démonstration. Deux points distints de p(Y ) sont séparés dans X ∪f Y . Soit x ∈ X\A et
a ∈ A. Montrons que p(x) et p(a) sont séparés dans X ∪f Y : soit F = f
−1(f(a)) fermé de
A. Or A est fermé dans X , don F est fermé dans X . De plus F est inlus dans A, et x 6∈ A,
don x 6∈ F . Comme X est régulier, on peut séparer x et F par des ouverts de X , lesquels se
projettent par p en des ouverts disjoints de X ∪f Y . 
Soit X un espae topologique et A une partie fermée de X . Soit R la relation d'équivalene
engendrée par {a ∼ a′ : a, a′ ∈ A}. On note X/〈A〉 l'espae topologique quotient X/R, appelé
l'érasement de A dans X . Il est naturellement homéomorphe au reollement X ∪f {pt}, où
f : A → {pt} est une appliation onstante. En partiulier, d'après la proposition 1.10, si X
est régulier, alors l'érasement X/〈A〉 est séparé.
2 Le groupe R× Z
Considérons le groupe topologique loalement ompat R×Z, muni de la topologie produit :
le groupe R × Z est métrisable, pour la distane δ((x, n), (x′, n′)) = max{|x − x′|, |n − n′|}.
Remarquons de plus que ette distane est propre. Notons i : R →֒ R×Z le morphisme injetif
x 7→ (x, 0) et π : R× Z→ Z la deuxième projetion.
Nous noterons E(x) la partie entière du réel x. Adoptons la onvention que nous érirons
haque rationnel β = a
b
ave a ∈ Z et b ∈ N\{0} premiers entre eux. Si β ∈ R, nous noterons
β son image dans R/Z.
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2.1 Desription des sous-groupes fermés de R× Z
Nous allons maintenant dérire tous les sous-groupes fermés du groupe R× Z.
Remarquons que le morphisme i est ouvert, don d'après la proposition 1.2, l'appliation
G∗(i) : G(R × Z) → G(R) qui à H assoie i−1(H) est ontinue. Grâe à l'homéomorphisme
φR : [0,∞]→ G(R), on peut dénir l'appliation ontinue α : φ
−1
R ◦ G
∗(i) : G(R× Z) → [0,∞].
Soit H un sous-groupe fermé de R × Z. On notera α = α(H) son image par α. De plus,
π(H) est un sous-groupe de Z : soit don n = n(H) l'unique élément de N tel que π(H) = nZ.
Si n = 0, alors H = GIα, où nous notons
GIα = Z(
1
α
, 0).
Si n > 0, plusieurs as sont à distinguer.
 Si α = 0, alors π−1(n) ∩ H = {(γ, n)}, pour un unique γ = γ(H) ∈ R. Alors H = GIIγ,n,
où nous notons
GIIγ,n = Z(γ, n).
 Si 0 < α < ∞, alors π−1(n) ∩H = {(β+p
α
, n), p ∈ Z}, pour un unique β = β(H) ∈ R/Z.
Alors H = GIII
α,β,n
, où nous notons
GIII
α,β,n
= Z(
1
α
, 0) + Z(
β
α
, n).
 Si α = ∞, alors π−1(n) ∩H = R× {n}. Alors H = GIVn , où nous notons
GIVn = R× nZ.
Proposition 2.1. L'ensemble G(R×Z) des sous-groupes fermés de R×Z est réunion disjointe
des familles
{GIα = Z(
1
α
, 0) : α ∈ [0,∞]}
{GIIγ,n = Z(γ, n) : γ ∈ R, n ∈ N\{0}}
{GIII
α,β,n
= Z(
1
α
, 0) + Z(
β
α
, n) : α ∈]0,∞[, β ∈ R/Z, n ∈ N\{0}}
et {GIVn = R× nZ : n ∈ N\{0}}.
De plus, le paramétrage de haune de es familles est bijetif.
Démonstration. Cei déoule de la dénition et de l'uniité des paramètres α(H), n(H), β(H)
(si n > 0 et α ∈ ]0,∞[ ) et γ(H) (si n > 0 et α = 0), pour un sous-groupe de R × Z fermé H
donné. 
Considérons trois sous-espaes de G(R× Z) :
5
1. Le sous-espae GI des sous-groupes fermés de R×Z dont la projetion sur Z est {0}. Ses
éléments sont les sous-groupes GIα, pour α ∈ [0,∞].
2. Le sous-espae GII des sous-groupes fermés de R×Z qui sont yliques innis et ont une
projetion sur Z diérente de {0}, ainsi que le sous-groupe {0}. Ses éléments sont les
sous-groupes GIIγ,n, pour γ ∈ R et n ∈ N\{0}, et {0}.
3. Le sous-espae GIII des sous-groupes fermés de R × Z isomorphes à Z2 ou à R× Z. Ses
élements sont les sous-groupes GIII
α,β,n
, pour α ∈]0,∞[, β ∈ R/Z et n ∈ N\{0}, ainsi que
les sous-groupes GIVn , pour n ∈ N\{0}. Notons G
III
n le sous-espae orrespondant à une
valeur n ∈ N\{0} xée, 'est-à-dire la réunion des GIII
α,β,n
, pour α ∈ ]0,∞[ et β ∈ R/Z, et
de GIVn .
Nous allons dérire la topologie de haun de es sous-espaes GI , GII et GIII . Puis nous
allons dérire omment es espaes se reollent pour former l'espae G(R× Z).
2.2 Le sous-espae GI
Proposition 2.2. L'appliation ψI : [0,∞] → GI dénie par α 7→ Z( 1
α
, 0) est un homéomor-
phisme.
Démonstration. Remarquons que ψI est la omposée de l'homéomorphisme φR : [0,∞] →
G(R) et de l'appliation G∗(i) : G(R) → G(R×Z). Or le morphisme i est un plongement d'image
fermée de R×Z, don d'après la proposition 1.4, l'appliation G∗(i) est un plongement, d'image
GI . 
2.3 Le sous-espae GII
Considérons l'espae topologique des  anneaux hawaïens 
A =
⋃
n∈N\{0}
An
où An désigne le erle dans la droite omplexe C de entre
1
n
et de rayon
1
n
(voir la gure 1).
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Fig. 1  L'espae des  anneaux hawaïens  A
Considérons la bijetion ψII : A→ GII dénie par
1
n
(1 + e2iθ) 6= 0 7→ GIIn tan θ,n , où n ∈ N\{0} et θ ∈ ]−
π
2
,
π
2
[
0 7→ {0}.
L'appliation ψII admet pour inverse l'appliation (ψII)−1 : GII → A dénie par
GIIγ,n 7→
1
n
(1 + e2i arctan(
γ
n
)) où n ∈ N\{0} et γ ∈ R
{0} 7→ 0.
Proposition 2.3. L'appliation ψII est un homéomorphisme.
Démonstration. Comme l'espae de départ est ompat métrisable et que l'espae d'arrivée
est séparé métrisable, il sut de montrer que l'appliation ψII est séquentiellement ontinue.
Montrons que, pour tout n ∈ N\{0} et θ ∈ ] − pi
2
, pi
2
[, l'appliation ψII est ontinue en
z = 1
n
(1+e2iθ). Soit (zk =
1
n
(1+e2iθk))k∈N une suite de A onvergeant vers z, 'est-à-dire que la
suite (θk)k∈N onverge vers θ. Montrons que la suite (ψ
II(zk))k∈N onverge vers ψ
II(z). Le géné-
rateur (n tan θ, n) de ψII(z) est limite de la suite (n tan θk, n)k∈N d'élements de (ψ
II(zk))k∈N. Ré-
iproquement, supposons qu'une suite (pkn tan θk, pkn)k∈P d'élements de (ψ
II(zk))k∈P onverge
vers (x,m), où P désigne une partie innie de N et où pk ∈ Z pour tout k ∈ P . Alors pk = p
est onstant à partir d'un ertain, don (x,m) = p(n tan θ, n) ∈ ψII(z).
Montrons que l'appliation ψII est ontinue en 0. Soit (zk =
1
nk
(1 + e2iθk))k∈N une suite de
A onvergeant vers 0. Si la suite (nk)k∈N tend vers +∞, il est lair que la suite de sous-groupes
(ψII(zk))k∈N onverge vers {0} = ψ
II(0). Sinon, quitte à extraire, on peut supposer que la
suite (θk)k∈N tend vers
±pi
2
, et dans e as il est également lair que la suite de sous-groupes
(ψII(zk))k∈N onverge vers {0} = ψ
II(0). 
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Dénissons de plus, pour tout n ∈ N\{0}, l'appliation ψIIn : A→ G
II
par
1
b
(1 + e2iθ) 6= 0 7→ GIIb tan θ,bn , où b ∈ N\{0} et θ ∈ ]−
π
2
,
π
2
[
0 7→ {0}.
Il est lair que l'appliation ψIIn est un homéomorphisme sur une partie fermée de G
II
.
2.4 Le sous-espae GIII
Notons C l'érasement {(α, β), α ∈ [0,∞], β ∈ R/Z}/〈{∞} × R/Z〉, muni de la topologie
quotient de la topologie usuelle sur [0,∞] × R/Z : l'espae C est homéomorphe à un ne
fermé (on notera indiéremment un point de [0,∞] × R/Z et son image dans C). Notons
de plus C l'image de ]0,∞] × R/Z dans C : l'espae C est homéomorphe à un ne ouvert.
Notons également ∂C le bord de C, 'est-à-dire l'image de {0}×R/Z dans C : l'espae ∂C est
homéomorphe au erle R/Z.
Proposition 2.4. Pour tout n ∈ N\{0}, l'appliation ψIIIn : C → G
III
n induite par
(α, β) 7→
{
GIII
α,β,n
si α <∞
GIVn si α = ∞
est un homéomorphisme.
Démonstration. L'appliation ψIIIn est bijetive d'après la proposition 2.1. Les espaes C
et GIIIn étant métrisables, montrons que ψ
III
n est séquentiellement ontinue et propre. On en
déduira que l'appliation ψIIIn est ontinue, bijetive et propre, don un homéomorphisme.
Soit c = (α, β) ∈ C tel que α 6= ∞. Soit (ck)k∈N = (αk, βk)k∈N une suite de C onvergeant
vers c, e qui signie que la suite (αk)k∈N onverge vers α et que la suite (βk)k∈N onverge vers β.
Alors les deux générateurs ( 1
α
, 0) et (β
α
, n) du groupe ψIIIn (c) sont les limites des suites (
1
αk
, 0)k∈N
et ( βk
αk
, n) de (ψIIIn (ck))k∈N respetivement. Réiproquement, soit P une partie innie de N et soit
(pk+qkβk
αk
, qkn)k∈P une suite de (ψ
III
n (ck))k∈P onvergeant vers (x,m). Alors qk = q est onstant à
partir d'un ertain rang, et don pk = p également. En onlusion, l'élément (x,m) = (
p+qβ
α
, qn)
appartient à ψIIIn (c). On a don montré que la suite de sous-groupes (ψ
III
n (ck))k∈N onvergeait
vers ψIIIn (c).
Soit c = (∞, 0) le sommet du ne C. Soit (ck)k∈N = (αk, βk)k∈N une suite de C onvergeant
vers c, e qui signie que la suite (αk)k∈N tend vers ∞. Supposons que αk 6= ∞ pour tout
k ∈ N. Choisissons des représentants βk de βk bornés. Soit (x, qn) ∈ ψ
III
n (c), où x ∈ R et q ∈ Z.
Alors la suite
(
E(xαk)+qβk
αk
, qn
)
k∈N
d'éléments de (ψIIIn (ck))k∈N onverge vers (x, qn). Puisque
ψIIIn (ck) ⊂ ψ
III
n (c) pour tout k ∈ N, on en déduit que la suite de sous-groupes (ψ
III
n (ck))k∈N
onverge vers ψIIIn (c).
Ainsi l'appliation ψIIIn est ontinue.
Soit (ck)k∈N = (αk, βk)k∈N une suite sortant de tout ompat de C. Montrons par l'absurde
que la suite (ψIIIn (ck))k∈N sort de tout ompat de G
III
n : supposons quitte à extraire que ette
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suite onverge vers un sous-groupe H ∈ GIIIn . Alors, par ontinuité de l'appliation α, on en
déduit que la suite (αk = α(ψ
III
n (ck)))k∈N onverge vers α(H) ∈ ]0,∞]. Or le sous-espae
{α > α(H)
2
} du ne C est homéomorphe au ne fermé sur le erle {α = α(H)
2
}, et est don
ompat. Cei est une ontradition ave le fait que la suite (ck)k∈N sort de tout ompat, et
qu'en partiulier αk <
α(H)
2
à partir d'un ertain rang. Ainsi la suite (ψIIIn (ck))k∈N sort de tout
ompat de GIIIn , et l'appliation G
III
n est don propre. 
2.5 Domination de l'espae G(R× Z)
Les motivations qui nous ont mené à ette onstrution proviennent des élatements en
géométrie algébrique, même si dans notre as il s'agit de  demi - élatements , réalisés sur un
ensemble non algébrique (les points rationnels de R×{0}). La onstrution s'inspire également
beauoup des méthodes d'élatement  à la Denjoy (voir la partie 2.6).
Considérons l'espae topologique produit Y 0 = [0,∞] × R × P1(R)
Q
: en tant que pro-
duit dénombrable d'espaes ompats métrisables et de l'espae loalement ompat métri-
sable R, l'espae Y 0 est lui-même loalement ompat métrisable. Nous noterons sous la forme
(α, β, (Dr)r∈Q) les éléments de Y
0
, où pour haque rationnel r ∈ Q, Dr est une droite ane du
plan eulidien orienté R2 passant par le point (0, r).
Par l'adjetif  vertial , nous qualierons toute droite de R2 parallèle à la droite d'équation
x = 0, et par l'adjetif  horizontal , nous qualierons toute droite de R2 parallèle à la droite
d'équation y = 0. De plus, si (α, β, (Dr)r∈Q) ∈ Y
0
, on notera pour tout r ∈ Q par θr ∈ ]−
pi
2
, pi
2
]
l'angle orienté entre la droite Dr et la droite horizontale : si la droite Dr est vertiale, on pose
θr =
pi
2
. On notera de même (θ′r)r∈Q (resp. (θ
′′
r )r∈Q) les angles orrespondants pour un élément
(α′, β ′, (D′r)r∈Q) (resp. (α
′′, β ′′, (D′′r )r∈Q)) de Y
0
.
Considérons le sous-espae Y de Y 0 onstitué des éléments (α, β, (Dr)r∈Q) de Y
0
dont toutes
les droites (Dr)r∈Q sont onourantes en le point (α, β) du plan eulidien si α 6= ∞, et dont
toutes les droites (Dr)r∈Q sont horizontales si α = ∞. Le sous-espae Y est fermé dans Y
0
,
don est loalement ompat et métrisable.
Considérons l'espae quotient Z de Y par la relation d'équivalene y = (α, β, (Dr)r∈Q) ∼
y′ = (α′, β ′, (D′r)r∈Q) si l'on se trouve dans l'un des as suivants :
1. α = α′ = 0 et les droites Dr et D
′
r sont vertiales pour tout r ∈ Q.
2. α = α′ = 0, β = a
b
∈ Q, β ′ = a
′
b′
∈ Q, b = b′ et les droites Dβ et D
′
β′ sont parallèles.
3. α = α′ ∈ ]0,∞[ et il existe p ∈ Z tel que, pour tout r ∈ Q, les droites Dr et D
′
r+p soient
parallèles. Remarquons qu'alors β ′ = β + p.
4. α = α′ =∞.
C'est bien une relation d'équivalene, et nous noterons dorénavant [α, β, (Dr)r∈Q] la lasse
d'équivalene de (α, β, (Dr)r∈Q).
Proposition 2.5. L'espae Z est métrisable et ompat.
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Démonstration. Montrons que l'espae Z est séparé : onsidérons les trois sous-espaes saturés
Y0 = {(α, β, (Dr)r∈Q) ∈ Y : α = 0}, Y]0,∞[ = {(α, β, (Dr)r∈Q) ∈ Y : α ∈ ]0,∞[} et Y∞ =
{(α, β, (Dr)r∈Q) ∈ Y : α = ∞} de Y . Deux points de Y n'appartenant pas à un même de es
trois sous-ensembles peuvent être séparés par des ouverts saturés disjoints, à l'aide du paramètre
α. Considérons don le as où ils appartiennent à un même de es trois sous-ensembles.
1. Soient y = (0, β, (Dr)r∈Q), y
′ = (0, β ′, (D′r)r∈Q) ∈ Y0 non équivalents.
 Supposons que les droites D′r soient vertiales pour tout r ∈ Q. Alors β =
a
b
∈ Q et la
droite Dβ n'est pas vertiale : elle fait un angle θβ ∈ ] −
pi
2
, pi
2
[ ave l'horizontale. Soit
ε = 1
2
(pi
2
− |θβ |) > 0. Soient
U = {(α′′, β ′′, (D′′r )r∈Q) ∈ Y : ∃p ∈ Z, |θ
′′
p
b
− θβ | < ε}
et U ′ = {(α′′, β ′′, (D′′r )r∈Q) ∈ Y : α
′′ < ε et ∀p ∈ Z, |θ′′p
b
− θβ| > ε}.
L'espae U ′ est ouvert ar la première ondition α′′ < ε implique que la seonde ondi-
tion ∀p ∈ Z, |θ′′p
b
− θβ | > ε ne porte que sur un nombre ni d'entiers p ∈ Z. Alors U
ontient y, U ′ ontient y′, et U et U ′ sont des ouverts saturés disjoints.
 Supposons que les droites (D′r)r∈Q ne soient pas toutes vertiales, ni les droites (Dr)r∈Q.
Cei signie que β = a
b
∈ Q, β ′ = a
′
b′
∈ Q et que les angles θβ et θ
′
β′ appartiennent à
] − pi
2
, pi
2
[. Puisque y et y′ ne sont pas équivalents, ela signie que b 6= b′ ou θβ 6= θ
′
β′ .
Soient ε > 0 et η > 0, dénissons
U = {(α′′, β ′′, (D′′r )r∈Q) ∈ Y : ∃p ∈ Z, |θ
′′
p
b
− θβ | < ε et α
′′ < η}
et U ′ = {(α′′, β ′′, (D′′r )r∈Q) ∈ Y : ∃p
′ ∈ Z, |θ′′p′
b′
− θ′β′ | < ε et α
′′ < η}.
Pour ε > 0 et η > 0 susamment petits, les ensembles {(α′′, β ′′, (D′′r )r∈Q) ∈ Y :
|θ′′p
b
− θβ| < ε et α
′′ < η}, pour p ∈ Z, sont disjoints. Ainsi l'entier p ∈ Z intervenant
dans la dénition d'un élément de U est uniquement déterminé (et de même pour U ′).
Supposons b 6= b′. Si un point (α′′, β ′′, (D′′r )r∈Q) appartient à U ∩ U
′
, alors il existe
p, p′ ∈ Z tels que |θ′′p
b
− θβ | < ε et |θ
′′
p′
b′
− θ′β′ | < ε. Par ailleurs
tan θ′′p
b
=
β ′′ − p
b
α′′
et tan θ′′p′
b′
=
β ′′ − p
′
b′
α′′
.
Ainsi α′′ =
p′
b′
− p
b
tan θ′′p
b
−tan θ′′
p′
b′
. Or | tan θ′′p
b
−tan θ′′p′
b′
| est majoré par une onstante c dépendant
de θβ , θ
′
β′ et ε. Don il sut de hoisir η <
1
bb′c
pour que les ensembles U et U ′ soient
disjoints.
Supposons maintenant b = b′ et θβ 6= θ
′
β′ . Si un point (α
′′, β ′′, (D′′r )r∈Q) appartient à
U ∩U ′, alors il existe p, p′ ∈ Z tels que |θ′′p
b
−θβ | < ε et |θ
′′
p′
b
−θ′β′ | < ε. Pourvu que ε soit
susamment petit, on doit avoir p 6= p′. Or α′′ =
p′
b
− p
b
tan θ′′p
b
−tan θ′′
p′
b
, et | tan θ′′p
b
− tan θ′′p′
b
| est
majoré par une onstante c dépendant de θβ , θ
′
β′ et ε, il sut de hoisir η <
1
b2c
pour
que les ensembles U et U ′ soient disjoints.
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Dans haun des deux as, on a ainsi onstruit des voisinages ouverts saturés disjoints
de y et y′.
2. Soient y = (α, β, (Dr)r∈Q), y
′ = (α′, β ′, (D′r)r∈Q) ∈ Y]0,∞[ non équivalents. En partiulier
α 6= α′ ou β 6= β ′ mod Z. Dans haun de es as, il est aisé de onstruire des voisinages
saturés disjoints de y et de y′.
3. Tous les points de Y∞ sont équivalents.
Considérons le sous-espae ompat Y ′ = {(α, β, (Dr)r∈Q) ∈ Y : β ∈ [0, 1]} de Y . Ainsi
l'espae séparé Z, image ontinue du ompat Y ′ par la projetion anonique pr : Y → Z, est
ompat.
Considérons les trois sous-espaes Z0, Z]0,∞[ et Z∞ de Z, images de Y0, Y]0,∞[ et Y∞ respe-
tivement par la projetion pr.
L'ouvert Z]0,∞[, homéomorphe au produit S
1×]0,∞[, est à base dénombrable : soit (Un)n∈N
une base dénombrable d'ouverts de Z]0,∞[. Considérons les ouverts de Z
Vn,b,θ = pr({(α, β, (Dr)r∈Q) ∈ Y : ∃p ∈ Z, |θp
b
− θ| <
1
n
et α <
1
n
}),
pour n ∈ N\{0}, b ∈ N\{0} et θ ∈ Q∩ ]−pi
2
, pi
2
[, ainsi que
V ′n = pr({(α, β, (Dr)r∈Q) ∈ Y : ∀p ∈ Z,
π
2
− |θ p
n
| <
1
n
et α <
1
n
}),
pour n ∈ N\{0} et enn
Wn = pr({(α, β, (Dr)r∈Q) ∈ Y : α > n}),
pour n ∈ N\{0}.
Alors les familles (Un), (Vn,b,θ), (V
′
n) et (W
′
n) forment une base dénombrable d'ouverts de Z.
Ainsi l'espae topologique Z est à base dénombrable, or il est ompat, don il est métrisable.

Nous allons voir omment les espaes A et C se plongent dans l'espae Z.
Proposition 2.6. L'appliation iA : A→ Z dénie par
1
b
(1 + e2iθ) 6= 0 7→ [0,
1
b
, (Dr)r∈Q], où pour tout r ∈ Q non ongru à
1
b
modulo 1,
Dr est vertiale, et où θ 1
b
= θ
0 7→ [0, 0, (Dr)r∈Q], où pour tout r ∈ Q, Dr est vertiale
est un plongement.
Démonstration. Cette appliation est ontinue en 0 : si (zn)n∈N = (
1
bn
(1+ e2iθn))n∈N onverge
vers 0, quitte à extraire, soit (bn)n∈N tend vers +∞, soit (θn)n∈N tend vers ±
pi
2
. Notons la
suite des images iA(zn) = [0,
1
bn
, (Dr,n)r∈Q]. Dans le as où la suite (bn)n∈N tend vers +∞,
alors pour tout r ∈ Q la suite (θr,n)n∈N onverge vers ±
pi
2
, don la suite (iA(zn))n∈N onverge
vers le point iA(0). Dans le as où la suite (θn)n∈N tend vers ±
pi
2
, alors la suite (iA(zn))n∈N
onverge également vers le point iA(0). L'appliation iA est ontinue et injetive. Or l'espae A
est ompat, et l'espae Z séparé, don 'est un plongement. 
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Proposition 2.7. L'appliation iC : C → Z dénie par
(α, β) (où α 6=∞) 7→ [α, β, (Dr)r∈Q], où pour tout r ∈ Q, la droite
Dr passe par les points (0, r) et (α, β)
(∞, 0) 7→ [∞, 0, (Dr)r∈Q], où pour tout r ∈ Q, la droite Dr est horizontale
est un plongement.
Démonstration. Cette appliation est ontinue et injetive. Par ailleurs, son inverse i−1C :
iC(C)→ C est également ontinue. 
On peut remarquer que l'ensemble Z est réunion disjointe des ensembles iA(A) et iC(C).
Fixons un entier n ∈ N\{0}, et onsidérons l'appliation
φn : Z → G(G)
iA(a) 7→ ψ
II
n (a)
iC(c) 7→ ψ
III
n (c).
Proposition 2.8. L'appliation φn est ontinue.
Démonstration. D'après les propositions 2.3 et 2.4, on sait que l'appliation φn, en restrition
à iA(A) et à iC(C), est ontinue. Puisque iC(C) est ouvert dans Z (omme omplémentaire du
ompat iA(A)), il sut de montrer que si une suite (zk = [αk, βk, (Dk,r)r∈Q])k∈N de iC(C)
onverge vers z = [α, β, (Dr)r∈Q] ∈ iA(A), alors la suite (ψ
III
n ◦ i
−1
C (zk))k∈N onverge vers ψ
II
n ◦
i−1A (z). Choisissons des représentants de zk tels que la suite (βk)k∈N onverge vers β.
 Si ψII ◦ i−1A (z) = {0}, ela signie que pour tout r ∈ Q, la diretion de la droite Dk,r
tend vers la vertiale. Remarquons que l'angle θk,r entre la droite Dk,r et l'horizontale
vaut θk,r = arctan
(
βk−r
αk
)
. Ainsi, pour tout r ∈ Q, la suite
(∣∣∣βk−rαk ∣∣∣)k∈N tend vers +∞.
Soit P une partie innie de N et des entiers pk, qk ∈ Z tels que la suite (
pk+qkβk
αk
, qkn)k∈P
d'éléments de (ψIIIn ◦ i
−1
C (zk))k∈P onverge vers (x,m). Alors la suite qk est onstante égale
à q ∈ Z à partir d'un ertain rang.
Supposons q 6= 0, alors la suite
(∣∣∣∣βk−−pkqαk
∣∣∣∣)
k∈P
onverge vers
x
q
. Or ette suite est mino-
rée par la suite
(∣∣∣∣∣βk− p
′
k
q
αk
∣∣∣∣∣
)
k∈P
, où p′k est l'entier tel que
∣∣∣βk − p′kq ∣∣∣ soit minimal : puisque
la suite (βk)k∈N onverge, la suite (p
′
k)k∈P est bornée. Or, pour tout r ∈ Q, la suite(∣∣∣βk−rαk ∣∣∣)k∈N tend vers +∞, don la suite
(∣∣∣∣∣βk− p
′
k
q
αk
∣∣∣∣∣
)
k∈P
tend vers +∞ : 'est une ontra-
dition, puisque ette suite est bornée. Ainsi q = 0 et m = 0, puis omme (αk)k∈N tend
vers 0, nous avons x = 0.
En onlusion, la suite (ψIIIn ◦ i
−1
C (zk))k∈N onverge vers {0} = ψ
II
n ◦ i
−1
A (z).
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 Si ψII ◦ i−1A (z) 6= {0}, alors les droites (Dr)r∈Q ne sont pas toutes vertiales : ainsi β =
a
b
∈ Q, et 'est la droite Dβ qui n'est pas vertiale. De plus, pour tout r ∈ Q diérent
de β, la diretion de la droite Dk,r tend vers la vertiale, et l'angle θβ,r = arctan
(
βk−β
αk
)
onverge vers θ ∈ ] − pi
2
, pi
2
[. Alors la suite (−a+bβk
αk
, bn)k∈N onverge vers (b tan θ, bn), qui
est un générateur de ψIIn ◦ i
−1
A (z) = G
II
b tan θ,bn.
Réiproquement, soit P une partie innie de N et des entiers pk, qk ∈ Z tels que la suite
(pk+qkβk
αk
, qkn)k∈P d'éléments de (ψ
III
n ◦ i
−1
C (zk))k∈P onverge vers (x,m). Alors la suite qk
est onstante égale à q ∈ Z à partir d'un ertain rang, et la suite (pk + qβk)k∈P onverge
vers 0. Puisque la suite (βk)k∈P onverge vers β, la suite (pk)k∈P doit être onstante à
partir d'un ertain rang, égale à p ∈ Z tel que β = −p
q
. Ainsi il existe ℓ ∈ Z tel que q = ℓb
et −p = ℓa. Ainsi, on en onlut que (x,m) = ℓ(b tan θ, bn) ∈ GIIb tan θ,bn.
En onlusion, la suite (ψIIIn ◦ i
−1
C (zk))k∈N onverge vers G
II
b tan θ,bn = ψ
II
n ◦ i
−1
A (z). 
Considérons de plus l'appliation ontinue
φ0 : Z → G(R× Z)
z = [α, β, (Dr)r∈Q] 7→ G
I
α.
Considérons l'espae X = G(Z)×Z, muni de la topologie produit : 'est un espae métrisable
ompat. Considérons alors l'appliation
φ : X → G(R× Z)
(nZ, z) 7→ φn(z).
Proposition 2.9. L'appliation φ est ontinue et surjetive.
Démonstration. La surjetivité est laire. La ontinuité de haun des φn assure que l'appli-
ation φ est ontinue sur (G(Z)\{{0}})× Z. Montrons la ontinuité sur {{0}} × Z.
Soit ({0}, z) ∈ X , et soit (nkZ, zk)k∈N une suite de X onvergeant vers ({0}, z). Alors
(α(zk))k∈N onverge vers α(z). Si nk = 0 à partir d'un ertain rang, alors la ontinuité de
l'appliation φ0 assure que la suite de sous-groupes (φ0(zk))k∈N onverge vers φ0(z). Quitte à
extraire, on peut don supposer que nk > 0 pour tout entier k ∈ N.
 Si α(z) > 0, alors la suite (nk)k∈N tend vers +∞. Ainsi la limite de la suite de sous-
groupes (φnk(zk))k∈N est la même que la suite de sous-groupes (Z(
1
αk
, 0))k∈N, 'est-à-dire
Z( 1
α
, 0) = φ0(z) = φ({0}, z).
 Si α(z) = 0 et α(zk) > 0 à partir d'un ertain rang, alors la suite (zk)k∈N de iC(C)
onverge vers iA(0) ∈ iA(A) dans Z, don pour tout rationnel r ∈ Q la suite (θk,r)k∈N
onverge vers ±pi
2
. Soit P une partie innie de N et (pk)k∈P , (qk)k∈P des entiers tels que
la suite (pk+qkβk
αk
, qknk)k∈P d'éléments de φnk(zk) onverge vers (x,m). Ainsi qknk = m à
partir d'un ertain rang, don quitte à extraire on peut supposer qk = q et nk = n pour
tout entier k ∈ N. On peut de plus supposer que la suite (βk)k∈P onverge vers β ∈ R.
Cei implique que la suite pk doit être onstante égale à p à partir d'un ertain rang. Si
(p, q) 6= (0, 0) et β 6∈ Q, alors (p+qβk
αk
)k∈P tend vers ∞. Si (p, q) 6= (0, 0) et β ∈ Q, alors
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(
p+qβk
αk
= q tan θk,− p
q
)
k∈P
tend également vers ∞. Or ette suite onverge vers x, don
(p, q) = (0, 0) et ainsi (x,m) = (0, 0). On a don montré que la suite de sous-groupes
(φnk(zk))k∈N onvergeait vers {0} = φ0(z).
 Si α(z) = 0 et α(zk) = 0 à partir d'un ertain rang. Si la suite (nk)k∈N tend vers +∞,
alors la suite de sous-groupes (φnk(zk) = Z(γk, nk))k∈N onverge vers {0} = φ0(z). Sinon
on peut supposer que la suite (nk)k∈N est onstante égale à n à partir d'un ertain rang.
Dans e as, d'après la ontinuité de l'appliation φn, la suite (φn(zk))k∈N onverge vers
φn(iA(0)) = {0} = φ0(z).

On a ainsi onstruit un espae ompat qui domine l'espae G(R×Z). L'espae G(R×Z) est
don homéomorphe au quotient X˜ de l'espae X par la relation d'équivalene (nZ, z) ∼ (n′Z, z′)
si φ(nZ, z) = φ(n′Z, z′).
Dérivons plus préisément ette relation d'équivalene : deux éléments (nZ, z) et (n′Z, z′)
sont identiés si l'on se trouve dans l'un de es trois as, où l'on note z = [α, β, (Dr)r∈Q] et
z′ = [α′, β ′, (D′r)r∈Q].
1. α = α′ = 0 et les droites (Dr)r∈Q = (D
′
r)r∈Q sont toutes vertiales.
2. α = α′ = 0, β = a
b
∈ Q, β ′ = a
′
b′
∈ Q, bn = b′n′ et
tan(θβ)
n
=
tan(θ′
β′
)
n′
.
3. α = α′ et n = n′ = 0.
An d'avoir une idée plus préise de la topologie de l'espae G(R×Z), nous allons la dérire
ave des reollements.
2.6 Desription ave des reollements
Considérons le erle R/Z, et proédons  à la Denjoy  (voir par exemple [KH,  2, p. 403℄)
en remplaçant haque rationnel
a
b
de R/Z par un segment Ia
b
: l'espae R ainsi obtenu est
enore homéomorphe à un erle. Une manière de le onstruire expliitement est de poser
R = {(β, θ) ∈ R/Z × [−pi
2
, pi
2
] : si β 6∈ Q/Z alors θ = pi
2
}, muni de la topologie induite de
l'ordre lexiographique sur R× [−pi
2
, pi
2
] : (β, θ) 6 (β ′, θ′) si β < β ′ ou β = β ′ et θ 6 θ′. Fixons
un homéomorphisme ξ = (ξ1, ξ2) : R/Z→ R.
Considérons C, le ne fermé sur R/Z déni dans la partie 2.4, et onsidérons l'appliation
ontinue
g : ∂C → A
(0, β) 7→
{
1
b
(1 + e2iξ2(β)) si ξ1(β) =
a
b
∈ Q/Z
0 sinon.
Proposition 2.10. L'espae Z est homéomorphe au reollement C ∪g A des espaes C et A le
long de g.
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Démonstration.
Considérons, pour haque rationnel β =
a
b
∈ Q/Z, le demi-disque ouvert Γβ in-
lus dans C ⊂ C, de diamètre le segment
ξ−1({β} × [−pi
2
, +pi
2
]) : voir la gure 2.
Γ
β1
∞0 α
Γ
β2
Γ
β3
β ∈ R/Z
Fig. 2  Les demi-disques (Γβ)β∈Q/Z
Notons Y0 = {(α, β, (Dr)r∈Q) ∈ Y : α = 0} et Y>0 = {(α, β, (Dr)r∈Q) ∈ Y : α > 0} les
deux sous-espaes de Y , et Z0 et Z>0 leurs images dans Z. Identions Z>0 ave le ne ouvert
C par l'appliation [α, β, (Dr)r∈Q] 7→ (α, β).
Considérons, pour haque rationnel β =
a
b
∈ Q/Z, le disque ouvert Γ′
β
dans Z>0 tan-
gent au erle {α = 0} en le point (0, β), et
de diamètre
1
10b2
susament petit pour que
les disques (Γ′
β
)β∈Q/Z soient deux à deux
disjoints : voir la gure 3.
∞0 α
β ∈ R/Z
Γ
′
β1
Γ
′
β2
Γ
′
β3
Fig. 3  Les disques (Γ′
β
)β∈Q/Z
Il est lair qu'il existe un homéomorphisme entre l'espae C privé des demi-disques (Γβ)β∈Q/Z
et l'espae Z>0 privé des disques (Γ
′
β
)β∈Q/Z, qui envoie le demi-erle ∂Γβ au bord du demi-
disque Γβ sur le erle ∂Γ
′
β
au bord du disque Γ′
β
. Prolongeons et homéomorphisme en envoyant
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le demi-disque Γβ sur le disque Γ
′
β
de la manière suivante : à haque ar de erle obtenu à partir
du demi-erle ∂Γβ en eetuant une homothétie (x, y) 7→ (λx, y) (pour λ ∈ ]0, 1]), assoions le
erle obtenu à partir du erle ∂′Γβ en eetuant une homothétie (x, y) 7→ (λx, λ(y − β) + β)
(e qui donne un erle de rayon
1
10λb2
) : voir la gure 4
Γ
β
Γ′
β
Fig. 4  L'homéomorphisme entre Γβ et Γ
′
β
On a ainsi onstruit un homéomorphisme de C sur Z>0, qui envoie haque voisinage d'un
point c de ∂C dans C sur un voisinage du point g(c) dans Z>0. Si on onsidère de plus l'ho-
méomorphisme iA de A sur Z0, es deux appliations dénissent une unique appliation η
′
de
C ∪g A sur Z. Cette appliation est bijetive et ontinue d'après la proposition 1.9 puisqu'on
peut prolonger l'homéomorphisme de C sur Z>0 par iA ◦ g : ∂C → Z0 en une appliation onti-
nue de C sur Z, ompatible ave g. Par ailleurs l'appliation η′ est un homéomorphisme en
restrition aux images de C et A dans C ∪g A, et la remarque sur l'image des voisinages assure
que ette appliation est ouverte. Ainsi l'appliation η′ est un homéomorphisme de C ∪g A sur
Z. 
On peut voir sur la gure 5 un shéma représentant l'espae Z : le ne C se reolle sur
l'espae des anneaux hawaïens A. Les pointillés suggèrent la façon dont le ne  tourne  an
de réaliser ela.
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Fig. 5  L'espae Z
On a onstruit un homéomorphisme η : Z → C ∪g A. Pour n ∈ N\{0}, si l'on ompose et
homéomorphisme ave l'homéomorphisme
A → An
1
b
(1 + e2iθ) 7→
1
nb
(1 + e2iθ),
on obtient un plongement ηn : Z → C ∪g A, et son image est l'image de C ∪An dans C ∪g A.
Considérons l'espae C∞ = G(Z)× C, quotienté par la relation d'équivalene ({0}, α, β) ∼
({0}, α, β ′) pour tous α ∈ [0,∞] et β, β ′ ∈ R/Z. Cet espae C∞ est onstitué d'une suite de
opies Cn du ne C s'aumulant sur leur axe [0,∞]. Considérons l'appliation
g∞ : ∂C∞ = G(Z)× ∂C → A
(nZ, c) 7→
{
1
nb
(1 + e2iθ) si n 6= 0 et g(c) = 1
b
(1 + e2iθ)
0 si n = 0.
Théorème 2.11. L'espae G(R × Z) est homéomorphe au reollement C∞ ∪g∞ A des espaes
C∞ et A le long de g∞.
Démonstration. Considérons l'appliation
φ′ : X = G(Z)× Z → C∞ ∪g∞ A
(nZ, z) 7→
{
(nZ, ηn(z)) ∈ C∞ si n 6= 0
({0}, α(z), 0) ∈ C∞ si n = 0.
.
D'après la proposition préédente, l'appliation φ′ est un plongement en restrition à {nZ}×
Z, pour tout entier n ∈ N\{0}. Puisque l'espae {nZ} × Z est ouvert dans X pour tout
17
n ∈ N\{0}, l'appliation φ′ est un plongement en restrition à (G(Z)\{{0}})×Z. Par ailleurs il
est lair que l'appliation φ′ est ontinue en restrition à {{0}}×Z. La ontinuité de l'appliation
α, et le fait que les ylindres Cn s'aumulent dans C∞, assurent que l'appliation φ
′
est ontinue
sur {{0}}×Z>0. Par ailleurs le plongement ηn, pour n ∈ N\{0}, assure que l'appliation φ
′
est
ontinue sur {{0}} × Z0.
En onlusion, l'appliation φ′ est une surjetion ontinue de X sur C∞ ∪g∞ A. Il sut
de onstater que la relation d'équivalene sur X donnée par φ′(x) ∼ φ′(x′) est exatement la
même que elle onsidérée préédemment φ(x) ∼ φ(x′), pour en onlure que les deux espaes
quotients C∞ ∪g∞ A et G(R× Z) sont homéomorphes. 
Nous avons don démontré le théorème prinipal de et artile (et don le théorème énoné
dans l'introdution). Voii une représentation de l'espae G(R× Z) (gure 6).
Fig. 6  L'espae G(R× Z) des sous-groupes fermés de R× Z
Remarquons, omme souligné par le rapporteur de et artile, le fait suivant.
Proposition 2.12. Soit GZ(R × Z) le sous-espae de G(R × Z) onstitué des sous-groupes
yliques innis fermés de R × Z, et Q le quotient de R × Z\{0, 0} par l'involution (x, n) 7→
(−x,−n). Alors l'appliation R × Z\{0, 0} → GZ(R× Z) dénie par (x, n) 7→ Z · (x, n) induit
un homéomorphisme η de Q sur GZ(R× Z).
Démonstration. Il est lair que l'appliation η est bien dénie, et bijetive.
Soit (x, n) ∈ R×Z\{0, 0}, montrons que η est ontinue en ±(x, n). Soit (±(xk, nk))k∈N une
suite de Q onvergeant vers ±(x, n). Choisissons les représentants tels que la suite (xk, nk)k∈N
onverge vers (x, n) dans R × Z. Tout élément de Z · (x, n) est lairement limite d'éléments
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de (Z · (xk, nk))k∈N. Réiproquement, soit P une partie innie de N et (pk)k∈P une suite de
Z telle que la suite (pkxk, pknk)k∈P onverge vers (x
′, n′). Puisque (x, n) 6= (0, 0), ei impose
que la suite (pk)k∈P soit bornée : quitte à extraire, on peut don supposer qu'elle est onstante
égale à p ∈ Z. Ainsi (x′, n′) = (px, pn) ∈ Z · (x, n). Cei onlut la preuve de la ontinuité de
l'appliation η.
Soit Z · (x, n) ∈ GZ(R × Z), montrons que l'appliation η
−1
est ontinue en Z · (x, n). Soit
(Z · (xk, nk))n∈N une suite de GZ(R×Z) onvergeant vers Z · (x, n). Si la suite (xk, nk)k∈N sortait
de tout ompat de R×Z, la suite (Z · (xk, nk))n∈N onvergerait vers {0}. Si la suite (xk, nk)k∈N
onvergeait vers (0, 0), la suite (Z · (xk, nk))n∈N n'admettrait pas de limite disrète. Ainsi, quitte
à extraire, on peut supposer que la suite (xk, nk)k∈N onverge vers (x
′, n′) 6= (0, 0). Et d'après la
première partie, dans e as nous avons (x, n) = ±(x′, n′). Don l'appliation η−1 est ontinue.

L'appliation η a pour image (GI\{R×{0}})∪GII. Elle envoie la demi-droite (R×{0})/± sur
la demi-droite [0,∞[⊂ [0,∞] ≃ GI , par la valeur absolue. Et elle envoie la droite R×{±n}, pour
n ∈ N\{0}, sur le erle épointé An\{0} ⊂ A ≃ G
II
, par l'appliation (x,±n) 7→ 1
n
(1+ e2i tanx).
Ainsi, l'espae GZ(R×Z) est homéomorphe au reollement d'un intervalle [0,∞[ sur les anneaux
hawaïens A, en identiant 0 ∈ [0,∞[ et 0 ∈ A.
2.7 Le groupe fondamental de l'espae G(R× Z)
Nous allons maintenant nous intéresser au groupe fondamental de l'espae G(R× Z).
Considérons les sous-espaes Z0 = {α = 0}, Z>0 = {α > 0} et Z61 = {α ∈ [0, 1]} de Z.
Puis les espaes X˜0, X˜>0 et X˜61, images de G(Z)× Z0, G(Z)× Z>0 et G(Z)× Z61 dans X˜ .
Proposition 2.13. L'espae X˜61 se rétrate par déformation forte sur X˜0.
Démonstration. Considérons l'appliation h : X˜61 × [0, 1] → X˜61, induite par passage au
quotient de
G(Z)× Z61 × [0, 1] → G(Z)× Z61
(nZ, z, t) 7→
{
(nZ, η−1n (tα, β)) si n 6= 0 et ηn(z) = (α, β)
({0}, tα) si n = 0 et α = α(z).
Cette appliation est ontinue, xe X˜0 pour tout t ∈ [0, 1], vaut l'identité pour t = 1 et a pour
image X˜0 pour t = 0. Par onséquent, l'espae X˜61 se rétrate par déformation forte sur X˜0. 
Le résultat suivant est bien onnu, voir par exemple [Hat, Example 1.25, p. 49℄.
Proposition 2.14. Le premier groupe d'homologie entière H1(A) de l'espae A n'est pas dé-
nombrable. 
Théorème 2.15. Le premier groupe d'homologie entière, et don également le groupe fonda-
mental, de l'espae G(R× Z) est non dénombrable.
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Démonstration. L'espae X˜61 se rétrate par déformation forte sur X˜0, espae qui est ho-
méomorphe à A. Ainsi le groupe H1(X˜61) n'est pas dénombrable.
L'espae X˜>0 est homéomorphe à une suite de disques ouverts disjoints Dn s'aumulant sur
un rayon D0. D'après la proposition [Hat, Proposition 2.6, p. 109℄, nous avons H1(X˜>0) = 0.
Enn remarquons que l'espae X˜>0∩X˜61 est homéomorphe à une suite de ylindres disjoints
Cn s'aumulant sur leur axe C0. D'après la même proposition, nous avons Hi(X˜>0 ∩ X˜61) ≃
⊕n∈NHi(Cn) pour tout entier i ∈ N. Ainsi
H0(X˜>0 ∩ X˜61) ≃
⊕
n∈N
Z
et H1(X˜>0 ∩ X˜61) ≃
⊕
n∈N\{0}
Z.
En partiulier, es groupes sont dénombrables.
Puisque les intérieurs des espaes X˜>0 et X˜61 reouvrent X˜ , on peut érire la suite exate
de Mayer-Vietoris pour l'homologie entière (voir [Hat, pp. 149153℄) :
. . .H2(X˜)→ H1(X˜>0 ∩ X˜61) → H1(X˜>0)⊕H1(X˜61)
γ
→ H1(X˜)→ H0(X˜>0 ∩ X˜61) . . .
En onlusion, le morphisme γ : H1(X˜61) → H1(X˜) a un noyau H1(X˜>0 ∩ X˜61) et un
onoyau H0(X˜>0 ∩ X˜61) dénombrables. Or l'espae de départ H1(X˜61) est non dénombrable,
don l'espae d'arrivée H1(X˜) ≃ H1(G(R× Z)) n'est pas dénombrable. 
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